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飞机结冰的不确定性量化研究进展
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摘 要：为深入认识影响飞机结冰的不确定性及其研究方法，从自然条件结冰、冰风洞试验、数值模拟等

方面，介绍了飞机结冰不确定性来源，以蒙特卡洛法、多项式混沌法和随机配置法等为例，系统分析了各种不确

定性量化方法在计算能力、求解精度等方面的优劣。考虑飞机结冰不确定性量化处于起步时期，重点综述了数

值模拟中结冰条件不确定性对冰形和气动特性的影响。从结合单步法和多步法确定最佳结冰时间步长来提升

结冰计算精度和效率、对其他关键部件进行结冰不确定性量化从而为更精细化的防/除冰系统的设计提供支

撑，以及通过建立高精度的代理模型来代替原本复杂的数值模拟系统以应对考虑多个不确定性因素共同作用

所带来的计算挑战等多个方面，全面展望不确定性量化方法及其在飞机结冰应用中的发展方向。
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Recent advances in uncertainty quantification research of
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Abstract： In order to deeply understand the uncertainty affecting aircraft icing and its re⁃
search methods,the sources of aircraft icing uncertainty were introduced from the aspects of natu⁃
ral icing, ice wind tunnel test,and numerical simulation.Taking Monte Carlo method,polynomial
chaos method and random configuration method as examples,the advantages and disadvantages of
various uncertainty quantification methods in calculation ability and solution accuracy were sys⁃
tematically analyzed.Furthermore,considering the quantification of aircraft icing uncertainty at the
beginning, focus was put on the influence of icing condition uncertainty on ice shape and aerody⁃
namic characteristics in numerical simulation. Finally, single⁃step and multi⁃step methods were
combined to determine the best ice time step to improve the accuracy and efficiency of ice calcula⁃
tion, to quantify the ice uncertainty of other key components to provide support for the more re⁃
fined design of ice prevention/de⁃icing system, and to build a high⁃precision proxy model to re⁃

文章编号：1000⁃8055（2022）09⁃1855⁃17 doi：10. 13224/j. cnki. jasp. 20210611

收稿日期：2021⁃10⁃25
基金项目：四川省科技计划项目（2021YJ0526）；国家数值风洞工程

作者简介：郝云权（1996-），男，硕士生，主要从事飞机结冰不确定量化研究。

通信作者：李伟斌（1985-），男，副研究员，博士，主要从事飞机结冰特性及视觉测量研究。E⁃mail：liweibin@nudt. edu. cn

引用格式：郝云权，赵大志，李伟斌，等 . 飞机结冰的不确定性量化研究进展［J］. 航空动力学报，2022，37（9）：1855⁃1871. HAO Yun⁃
quan，ZHAO Dazhi，LI Weibin，et al. Recent advances in uncertainty quantification research of aircraft icing［J］. Journal of
Aerospace Power，2022，37（9）：1855⁃1871.



第 37 卷航 空 动 力 学 报

place the original complex numerical simulation system for meeting the computational challenges
caused by the combined action of multiple uncertainties, etc. Overall prospect of uncertainty
quantification method and its development direction in aircraft icing application was presented.

Key words：aircraft icing；uncertainty quantification；Monte Carlo method；
polynomial chaos method；stochastic collocation method

飞机在穿越云层飞行时，云层中的过冷水滴

撞击到飞机的机翼、机身、发动机进气道等表面，

会发生冻结形成冰层 [1⁃2]。飞机结冰直接改变飞机

气动外形，进而影响飞机的气动性能，对飞行稳定

性产生巨大危害，严重时甚至引起机毁人亡的事

故 [3]。统计数据表明，由飞机结冰造成的航空事

故比例超过 15%[4]，由此可见飞机结冰对飞机飞

行的安全性能影响非常大。开展飞机结冰研究可

以深入认识其发生的复杂物理过程，有效提升防/
除冰手段和效率，并有助于保证飞行安全。

飞机结冰研究的手段主要包括数值模拟和结

冰试验（包括冰风洞试验、喷洒塔试验、试飞试验

等）[5⁃9]。由于飞机结冰的过程涉及较多物理现象，

发生机制非常复杂，因此这些研究手段中难免存

在各种不确定性，这些不确定性会直接影响结冰

的研究与分析。比如，即使是结冰形状的微小不

确定性也会引起飞机气动性能的巨大不确定性，

因此量化飞机结冰的不确定性是必要的。

开展飞机结冰不确定性量化研究具有重要意

义，主要体现在：①飞机结冰受大量不确定性因素

的影响，相应地结冰后的气动性能也具有不确定

性，通常的确定性估计不具有代表性，必须以统计

表征的形式开展飞机结冰的不确定性量化研究，

从而得到更加可靠的结论；②开展结冰不确定性

量化的研究，得到结冰条件对结冰和气动性能的

影响程度，对深入认识结冰发生机理、影响机制有

促进作用；③开展结冰不确定性量化的研究，可以

对飞机结冰研究中相关试验手段和仿真方法进行

量化评价，进而提升结冰试验能力、提高数值模拟

精度。

本文针对飞机结冰过程中存在的大量不确定

性问题，从飞机结冰的不确定性来源、结冰不确定

性量化方法、飞机结冰不确定性量化研究等几方

面，开展详细的综述。并基于此，从飞机结冰的研

究手段、发生部位、多因素影响、不确定性量化方

法等多个方面，对结冰不确定性研究进行了展望，

期望对未来结冰不确定性量化的研究工作有一定

启发。

1 飞机结冰的不确定性来源

1. 1 自然条件下飞机结冰不确定性来源

自然条件下飞机结冰的不确定性来源主要包

括飞机几何外形、飞行来流条件、飞行状态等 [10⁃11]。

①飞机在制造过程中不可避免地会与设计外形尺

寸存在一定的差异，由此产生的翼型表面粗糙度

和飞机几何外形不确定性，会影响结冰的冰形和

飞机的气动性能；②飞机在自然条件下飞行时，随

着大气压力、温度、液态水含量、水滴中值粒径等

来流条件变化时，飞机表面的结冰生长过程同样

会发生变化，影响飞机的气动性能；③飞机飞行过

程中的阵风导致的飞行速度不确定性，以及飞行

员应对结冰情况导致的飞行姿态不确定性会对结

冰的位置和外形产生影响，甚至会影响飞机的气

动性能 [12]。

1. 2 冰风洞试验不确定性来源

冰风动试验是研究飞机结冰问题的直接手

段，和自然结冰类似，冰风洞试验条件（温度、水滴

中值粒径、风速、液态水含量等）由不同设备协同

控制和标定而确定，这些人为参与的误差和设备

的运行误差会带来试验条件的不确定性。同时，

受试验段尺寸限制，冰风洞试验中多开展的是缩

比试验 [13⁃14]，这样基于缩比模型和相似准则 [15]计算

的试验条件同样存在不确定性。另外，结冰试验

中得到的是三维冰形，由于测量效率和测量技术

限制，一般选择几个二维的结冰截面作为试验产

物，进而在此基础上开始后续的结冰气动影响计

算或者试验。在这一过程中也存在着大量人为操

作和测量简化引起的结果不确定性。这些试验中

涉及的人工行为、设备装置、试验技术、基础理论

等 因 素 导 致 的 不 确 定 性 ，会 对 试 验 结 果 造 成

影响 [16⁃20]。

1. 3 结冰数值模拟不确定性来源

结冰数值模拟是飞机结冰研究的另一重要手

段，通过对整个过程进行数学建模，进而采用计算

机数值求解结冰外形及其结冰的影响。在整个数

值仿真的过程中，存在着大量的不确定性因素，包
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括计算方法、计算模型、计算参数等 [21⁃22]。

在计算方法方面，目前流行的方法仍然是将

空气场、水滴场、结冰、结冰影响进行解耦计算 [23]，

与真实物理过程存在很大差异，而且为了计算的

可行性，数值模拟都会提出一定的假设，这些都造

成了不确定结果。

在计算模型方面，结冰数值模拟涉及到流场、

水滴场、冰形生长等相关模型，它们的方程和计算

格式存在多种形式，给计算带来了一定的不确定

性。结冰是传热、传质、流动等耦合的复杂问题，

结冰热力学模型有很多，比如经典的 Messing⁃
er[24]、Myers[25]等等，选取合理的结冰模型关系到

结冰数值模拟结果 [26⁃27]。同时，水滴收集率的计算

方法有 Lagrange方法 [28⁃29]和 Euler方法 [30⁃33]，在求

解水滴输运方程时，模型的选择同样会引起不确

定性。另外，湍流模型的选取也直接影响物面的

流动，不同的计算场景都对应着相对适用的模型。

在计算参数方面，数值模拟过程中存在大量

的参数设置，比如格式中的权重因子，湍流模型中

的相关参数、物性参数等等，这些参数一般需要根

据经验人为设置 [34]，它们的不同同样会给计算结

果引入不确定性。

2 不确定性量化典型方法

不确定性广泛存在于不同学科领域和工程系

统中，如航空航天学、流体力学、大气气象学等。

工程概率分析理论根据不确定性的表现形式将不

确定性分为随机不确定性和认知不确定性 [35]，前

者是一类客观存在的随机性，可以用概率学的方

法进行表征，后者是由于对问题认识不足而导致

的随机性，这一类不确定性通常难以用概率学的

方法进行量化分析。目前，多数工程领域的不确

定性量化分析工作仅针对不可减小的随机不确定

性展开。

17世纪 Pascal和 Fermat对赌博问题的研究

导致了概率论的诞生 [36]。到 20世纪，著名科学家

Wiener和 van Kampen又在科学层面上指出大部

分系统充满了不确定性 [37⁃38]。从逻辑学角度来看，

对确定性逻辑满足的任意定律的否定都对应着一

种 不 确 定 性 ，其 中 应 用 最 广 的 是 随 机 性 和 模

糊性 [39]。

在具体研究中，不确定性量化研究误差和不

确定性来源，主要考虑系统参数的不确定性、数学

模型对实际问题近似的不确定性、计算过程中利

用数值方法得到的近似解与精确解引入的误差不

确定性等 [40⁃41]。当前不确定性量化的研究热点主

要是参数不确定性，而量化参数不确定性的方法

又可以分为统计型和非统计型。其中统计型的方

法以蒙特卡洛（Monte Carlo,MC）方法及其改进

方法为主，非统计型的方法包括多项式混沌方法、

随机配置法等 [42]，这一节将对这些方法在结冰中

的应用做简要的叙述。

2. 1 MC方法

MC方法及其改进方法 [43]是一种可以考虑高

维随机变量，简单易用的基于样本的方法。它根

据系统参数 x的概率分布随机地产生一组样本作

为系统输入参数 { x 1,x2,…,xM },对于每一个输入

的随机样本 xi，通过利用已有的程序对原系统进

行 重 复 性 的 数 值 模 拟 ，得 到 确 定 性 问 题

F ( xi,y )= 0的解 yi，从而获得解的一些统计信

息,例如均值

μ= 1
M∑i= 1

M

yi （1）

其中M表示抽样的样本数量。

解的方差 δ 2可以表示为

δ 2 = 1
M∑i= 1

M

( yi- μ )2 （2）

将MC方法应用于量化飞机飞行时来流条件

参数（如：温度、液态水含量、水滴中值粒径等）不

确定性对结冰的影响中，具体流程如图 1所示。

在图 1中，首先在给定的来流条件参数分布的情

况下，生成大规模参数样本，然后通过随机抽样获

取M个样本用于结冰数值模拟中，计算结冰的冰

形，最后，统计处理M次结冰冰形结果，输出结冰

的可能范围。

使用MC方法量化来流条件参数不确定性，

图 1 来流条件不确定性量化流程图

Fig.1 Flow chart of uncertainty quantification of
inflow conditions
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虽然实施起来相对简单，但MC方法收敛速度慢，

均值收敛率仅为 1/ M [44]。因此，在为了得到较

精确的数值结果而使用大量的样本数据时，会极

大地增加计算成本。针对这一不足，许多改进的

MC方法被相继提出，如提升收敛速度的准 MC
采样 [45⁃46]和 Latin超立方采样 [47⁃48]等,但这些新的改

进方法给求解带来了额外的限制条件，导致它们

的应用受到一定的限制。

2. 2 多项式混沌方法

多项式混沌方法是近年来被广泛使用，并且

能有效量化系统不确定性的计算方法,其基本思

想就是将精确解在随机参数空间进行多项式展

开。这种做法最开始由Wiener[36]在 1938年使用

Hermite多项式对高斯过程进行分解时提出。后

来，Ghanem和 Spanos通过以Hermite多项式作为

正交基 [49]，将多项式混沌方法和空间上的有限元

方法相结合，用于解决许多实际工程问题中存在

的不确定性 [50⁃52]。由于在处理实际问题时，遇到的

概率分布不一定是高斯分布，因此 Xiu和 Karnia⁃
dakis[53]基于 Askey系统将多项式混沌方法广义

化，提出了一种包含连续型正交多项式和离散型

正交多项式的广义多项式混沌方法，用于处理更

一般的随机参数输入问题。

Wan等 [54⁃55]以及 Prempraneerach等 [56]为了保

证多项式混沌展开的精度，在处理随机空间的非

连续性问题时,提出了多元随机变量广义多项式

混沌展开方法，具体方法如下：

若系统状态Y（如飞机的气动性能）可由 d个

独立的随机变量 X 1,…,Xd（如脊冰的位置、高度

等）表示，令 X=( X 1,…,Xd )，则系统Y满足

Y= y ( X,t ) （3）
将系统状态Y用 P阶截断的由输入变量 X组

成的多项式正交基序列进行表示：

y ( X,t )≈ ∑
i= 0

N- 1

ai ( t )Φi ( X ) （4）

其中 ai ( t )是待求的多项式混沌展开的系数 ，

Φi ( X )是随机向量 X对应分布的正交多项式基，

而多项式的项数N可以通过式（5）计算：

N= ( P+ d )!
P!d! （5）

当随机输入的分布已知时，根据 Xiu和 Kar⁃
niadakis基于Wiener⁃Askey系统推广的多项式逼

近来选取合适的正交基 [53]，可用于处理参数输入

分布已知的问题，表 1给出了部分常见的概率分

布函数及其对应的多项式正交基函数。

注意，正交多项式基满足正交关系式:
E [ Φi ( X )Φj ( X ) ]=

∫Φi ( X )Φj ( X ) dF ( X )= γi δij
（6）

其中 γi= E [ Φ 2
i ]，这里 E [⋅]为数学期望，F ( X )是

联合分布函数，δij为Kronecker算符：

δij={10 ,,
i= j

i≠ j
（7）

目标输出函数的统计特征可以通过 y ( X,t )
的展开形式近似得到 [40]

1）均值

μ≜ E [ y ( X,t ) ]≈ E [ ∑
i= 0

N- 1

ai ( t )Φi ( X ) ]=

∫é
ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

i= 0

N- 1

ai ( t )Φi ( X ) dF ( X )= a0 ( t ) （8）

2）方差

δ 2 = E [ ( y ( X,t )- μ )2 ]≈ ∑
i= 1

N- 1

a2i ( t ) （9）

此外，2010年 Xiu[57]又详细介绍了广义多项

式混沌展开的统计特征和数值实现。多项式混沌

方法更深入的研究及其在工程领域中的应用可以

参考学者们在文献[58⁃62]中所做的工作。

在假定不确定输入参数均服从高斯分布的

前提条件下，使用多项式混沌展开（polynomial
chaos expansion,PCE）量化结冰形状的不确定性

对飞机气动性能的影响，可以通过如图 2展示的

流程实现。首先选取 Hermite多项式作为多项式

逼近的正交基，以高斯节点为配置点，并在配置

点处求解确定性 Reynolds average Navier⁃Stokes
（RANS）控制方程，通过求解未知系数 ai ( t )，得
到飞机的气动性能 Y关于不确定性因素结冰形

状的 PCE近似模型，最终获得气动性能Y的统计

表 1 常见的分布类型及其对应的正交基函数

Table 1 Common distribution types and their
corresponding orthogonal basis functions

连续型

离散型

分布

Gaussan

Uniform

Gamma

Beta

Binomal

Poisson

定义域

（-∞，∞）

[b1,b2]

[0,∞）

[b1,b2]

{0,1,…,N}

{0,1,2,…}

多项式基

Hermite

Legendre

Laguerre

Jacobi

Krawtchouk

Charlier
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特性。

PCE方法虽然可以有效、准确地量化气动性

能的不确定性，但是所研究的冰形并不反映飞机

飞行时结冰的真实冰形，因此可以通过数据驱动

的方法 [62⁃66]，将整个不确定性量化方法扩展到分析

“真实”数据上，这里简单介绍基于矩匹配法的数

据驱动法 [62]。

以一维为例，主要介绍利用随机变量 x统计

数据的若干阶矩信息构造多项式基。由前文定义

可知，系统状态变量 Y可用截断的输入变量 x组

成的多项式正交基序列近似表示：

Y= y ( x,t )≈ ∑
i= 0

N- 1

[ ai ( t )φ( i ) ( x ) ] （10）

假设随机变量 x的 2N阶矩存在，通过利用样

本的矩信息构造 φ( k ) ( x )的多项式，从而使其形成

任意分布的正交基，此时可以将式（10）进一步地

改写为

Y= y ( x,t )≈ ∑
i= 0

N- 1

[ ai ( t )φ( i ) ( x ) ]=

∑
i= 0

N- 1

ai ( t ) (∑
k= 0

i

φ ( k )i x i) （11）

其中 ai ( t )是待求系数，φ ( k )i 是组成多项式基的第 k

个单项式的系数。

使用随机变量的矩信息构建正交多项式基

φ( i ) ( x )，首先定义随机变量 x在概率空间 I上的第

k阶统计矩为 μk：

μk=∫ x∈ I xkdF ( x )≈ 1
M∑i= 1

M

xki,

k= 0,1,… （12）
其中 xi表示随机变量 x的第 i个采样点。

在随机变量 x的概率空间 I上，多项式混沌展

开式中任意两个多项式基满足

∫ x∈ I φ( i ) ( x )φ( j ) ( x ) dF ( x )=ì
í
î

δij> 0,i= j

0, i≠ j

i,j= 0,…,N- 1 （13）
其中 F ( x )为概率分布函数，φ( i ) ( x )和 φ( j ) ( x )分
别是第 i阶和第 j阶多项式基。

通过引入辅助条件，将所有多项式基的首项

数归一化为

φ ( k )k = 1,∀k （14）
由式（13）可知，对于任意低于 k阶的多项式

基一定满足

∫ x∈ I φ( l ) ( x )φ( k ) ( x ) dF ( x )= 0,
l= 0,1,…,k- 1 （15）

为了得到 k阶以及所有低于 k阶的多项式基，

根据式（15），对所有低于 k阶的多项式基满足的

条件扩展为以下方程组形式：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

∫ x∈ I φ( 0 ) ( x )φ( k ) ( x ) dF ( x )= 0
∫ x∈ I φ( 1 ) ( x )φ( k ) ( x ) dF ( x )= 0

⋮

∫ x∈ I φ( k- 1) ( x )φ( k ) ( x ) dF ( x )= 0
φ ( k )k = 1

（16）

将式（16）进一步写为多项式基对应的单项式

系数形式：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï
ï

ï

ï

ï

∫ x∈ I φ ( 0 )0 ( x ) éëêêêê
ù

û
úúúú∑

i= 0

k

φ ( k )i x i dF ( x )= 0

∫ x∈ Iéëêêêê
ù

û
úúúú∑

i= 0

1

φ ( 1 )i x i
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

i= 0

k

φ ( k )i x i dF ( x )= 0

⋮

∫ x∈ Iéëêêêê
ù

û
úúúú∑

i= 0

k- 1

φ ( k- 1)i x i
é

ë
ê
êê
ê ù

û
úúúú∑

i= 0

k

φ ( k )i x i dF ( x )= 0

φ ( k )k = 1

（17）

式（17）定义了所有多项式基的待求系数 φ ( k )i ，

且第 k阶多项式基的定义使用了所有低于 k阶的

多项式基，因此将式（17）中的第 1个方程代入第 2
个方程、第 1个和第 2个方程代入第 3个方程，依

次类推，并结合式（12）将式（17）化简为

图 2 PCE方法量化冰形不确定性对气动性能的影响

流程图

Fig.2 Flow chart of PCE method to quantify the effect of
ice shape uncertainty on aerodynamic performance
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ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

∑
i= 0

k

φ ( k )i μ i= 0

∑
i= 0

k

φ ( k )i μ i+ 1 = 0

⋮

∑
i= 0

k

φ ( k )i μ i+ k- 1 = 0

φ ( k )k = 1

（18）

将式（18）用更简便的矩阵形式表示为

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

ú

úμ0 μ1 ⋯ μk
μ1 μ2 ⋯ μk+ 1
⋮
μk- 1

⋮
μk ⋯

⋮
μ2k- 1

0 0 ⋯ 1

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú
φ ( k )0
φ ( k )1
⋮
φ ( k )k- 1
φ ( k )k

=

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú
0
0
⋮
0
1

（19）

通过求解式（19），可以获得多项式基对应的

单项式系数，基于此，求出各阶多项式基，本节针

对的是一维问题。对于高维的情况（不确定输入

随机变量个数高于 5个），Ahlfeld等 [67]利用矩信息

定义了一种 Hankel矩阵的矩阵运算替代方法，通

过从 Hankel矩阵中找出最优正交多项式的三项

递推式，进而构造正交多项式基。观察式（10）~
式（19），显然，对于任意输入变量的参数分布，矩

信息是唯一必需的信息，意味着如果输入分布的

2N阶矩存在，便可以通过原始数据集计算出所需

的各阶矩，从而构建正交多项式基，并在此基础上

执行不确定性量化。

2. 3 随机配置法

随机配置法是目前使用最广的不确定性量化

方法之一，它结合了MC方法和 Galerkin投影方

法 [68⁃69]的优点，只需要求解一定数量与原随机问题

同等规模的确定性问题，并通过计算一些特殊的

样本信息,就能得到系统的随机响应量。随机配

置法的具体实现方法如下：

首先，令{xm}
M

m= 1
是在随机参数空间中选取

的 M 个 样 本 ，此 时 ，对 于 每 一 个 样 本 xm，令

x= xm，式（10）求解未知系数的问题就成了确

定性问题。于是，可以利用随机有限元或谱方

法等 确定性算法来获得 y ( xm,t )。对于所有样

本 {xm}
M

m= 1
，此 时 可 以 获 得 对 应 的 样 本 解

{ y ( xm,t )}
M

m= 1
,进一步地利用样本信息寻求如式

（4）的多项式逼近，如下：

∑
i= 0

N- 1

[ Φi ( xm ) ai ( t )≈ y ( xm,t ) ], m= 1,…,M

（20）
通常情况下，在一个自由度为 K的离散物理

空间中，所得到样本解信息 y ( xm,t )是一个一个 K

维向量，对应的样本解为

y ( xm,t )=[ y ( xm,t1 ),…,y ( xm,tK ) ] （21）
但是为了便于理解，需要忽略物理空间的离

散，此时对于每一个物理网格点，可以将式（20）
改写成如下矩阵形式：

é
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ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û
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ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úΦ 0 ( x 1 ) Φ 1 ( x 1 ) ⋯ ΦN- 1 ( x 1 )
Φ 0 ( x2 ) Φ 1 ( x2 ) ⋯ ΦN- 1 ( x2 )
⋮ ⋮ ⋯ ⋮

Φ 0 ( xM ) Φ 1 ( xM ) ⋯ ΦN- 1 ( xM )

é

ë

ê

ê

ê

ê
ê
êê
ê

ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úa0 ( t )
a1 ( t )
⋮

aN- 1 ( t )

≈

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úy ( x 1,t )
y ( x2,t )
⋮

y ( xM,t )

（22）

将式（22）改写为关于未知系数 ai ( t )方程的

矩阵形式：

Aa≈ y （23）
其中矩阵 A中的元素满足 Am,n= ϕn- 1 ( xm )，a是
由系数 ai ( t )组成的列向量，y是由 y ( xm,t )组成的

列向量。

以来流风速为例，使用随机配置法量化来流

风速的不确定性对结冰外形的影响，具体流程如

图 3所示。在图 3中，首先输入样本参数来流风速

xm，通 过 计 算 流 体 力 学（computational fluid dy⁃
namics,CFD）方法对配置点进行确定性计算，得

到结冰外形样本解 y ( xm,t )，选取适合的多项式基

拟合未知系数 ai ( t )，最后通过 ai ( t )获得样本解

结冰外形的统计信息。

当不确定性变量 xm服从高斯分布时，通过查

询表 1可知，对应的正交多项式为 Hermite多项

式，此时选取的配置点即为高斯点，其在结冰不确

定性量化中的具体应用可以参见董世充所做的工

作 [70]。虽然随机配置法已被成功应用于飞机结冰

的不确定性量化中，但是在量化结冰参数的不确

定性时，伴随着不确定参数维数的增加，所需的总

节点数会呈现出指数型增长，并且每一个节点都

要求对相应的确定性系统进行全局模拟，这会导

致严重的维数灾难问题并提高计算成本。在应对

高维度挑战的相关研究中，Smolyak[71]在高维求积

中引入原始的稀疏节点，来缓解维数灾难问题，并

被董世充 [70]成功应用于模拟 4阶精度顶盖驱动流

在多个不确定因素下的流动，验证了在高维情况

1860



郝云权等：飞机结冰的不确定性量化研究进展第 9 期

下，引入稀疏节点能提高计算效率。稀疏节点自

提出后，便得到了快速的发展 [72⁃74]。比如通过在插

值方法中采用稀疏节点来降低随机空间中的节点

数量 [75],也可以通过计算节点的自适应性和自适

应性稀疏节点搭配法来缓解计算成本 [76]。然而,
随着实际工程问题对不确定性量化的需求不断加

深,上述传统的张量型插值方法已经无法满足某

些工程问题的需要,这使得随机配置法得到了进

一步的发展。当下不确定性量化计算中应用最为

高效的方法有离散最小二乘法 [77⁃80]和压缩感知方

法 [81⁃83],这里不再进行详细叙述。

3 飞机结冰不确定性量化研究

由于不确定性量化在飞机结冰中的研究处于

起步阶段，目前仅有飞机结冰数值模拟中的相关

不确定性研究，本节就结冰条件对冰形和气动特

性的影响展开叙述。

3. 1 结冰条件不确定性对冰形的影响

在过去的结冰条件对冰形影响的研究中，学

者们在确定性框架下开展了较为深入的研究工

作 [84⁃88],但是关于结冰条件不确定性对冰形的影响

相关研究较少。现有的结冰条件不确定性量化研

究中，2019年 Feng等 [89]通过积冰试验验证了基于

输入参数混合不确定性、区间参数不确定性和本

体模糊性的飞机结冰严重程度预测模型的可行性

和合理性。李佩哲 [90]首先基于Messinger模型思

想，通过建立结冰模拟中确定性问题的求解框架

来计算结冰冰形，并将数值模拟结果得到的冰形

与试验冰形相比较，验证了在确定性问题的求解

框架下，液态水含量是限制霜冰结冰量的主要因

素，换热量影响混合冰增长，而明冰的生长则受水

膜流动和传热的影响。随后，他又以水滴中值粒

径为例，基于MC方法构建了分析飞机结冰条件

不确定性对冰形影响的分析框架，并给出了不确

定性分析的数值模拟结果如下。

从图 4（图中横、纵坐标 x c、y c分别表示弦向方

向和与弦向垂直的方向，c表示翼型弦长）霜冰算

例的不确定性量化分析结果中可以看出，在霜冰

的头部，不确定性模拟结果与试验冰形吻合程度

高，说明水滴中值粒径不确定性导致霜冰的不确

定性主要集中在霜冰的头部。

在图 5混合冰算例不确定性量化分析结果

中，可以明显地看出混合冰冰形的不确定性模拟

结果和试验冰形在两个角冰之间有较大差异，表

图 3 来流风速不确定性量化流程图

Fig.3 Flow chart of uncertainty quantification of incoming
wind speed

图 4 霜冰算例不确定性量化分析结果 [90]

Fig.4 Uncertainty quantification analysis results of frosted
ice case[90]

图 5 混合冰算例不确定性分析结果 [90]

Fig.5 Uncertainty quantification analysis results of
a mixed ice case[90]
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明水滴中值粒径不确定性对混合冰冰形的影响主

要体现在上下角冰上。

在图 6中，明冰算例不确定性量化分析结果

表明明冰冰形不确定性模拟的结果与试验冰形在

角冰位置上存在一定的差异，认为水滴中值粒径

不确定性对明角冰位置有较大的影响。

过去的研究表明，机翼的初始表面粗糙度不

确定性会通过作用于表面的对流热传递影响结冰

过程，引起不确定的结冰特性 [91⁃93]。为了量化由工

艺制造误差引起的翼型表面粗糙度的不确定性对

结冰特性的影响，2021年 Kevin等 [94]选取粗糙度

高度 k、等效砂粒粗糙度的比率 k s/k、表面修正系

数 S corr三种不确定参数作为 RANS的热校正模型

（HAX模型 [95]和 2PP模型 [96]）的输入进行结冰模

拟，通过建立非侵入多项式混沌元模型 [97]量化粗

糙度不确定性引起的冰吸积特性，并引入 Sobol
灵敏度分析 [98⁃100]，识别最有影响力的参数。

图 7和表 2中的结果表明，图中 Stot表示全局

Sobol灵敏度指数。对于 HAX模型而言，表面修

正系数 S corr对最大结冰厚度和结冰延伸影响程度

最大，贡献率分别高达 68%和 82%；然而，对于

2PP模型而言，粗糙度高度 k成为影响最大结冰

厚度和结冰延伸的主要因素，其中对最大结冰厚

度的贡献度约为 89%，对结冰延伸的贡献约为

91%（详见表 2）。

随后，他们将温度的不确定性考虑在内时，发

现，自由流温度对结冰影响较小（见图 8）。与图 7
相比较，还可以注意到，尽管考虑了温度的不确定

图 6 明冰算例不确定性量化分析结果 [90]

Fig.6 Uncertainty quantification analysis results of
a clear ice case[90]

图 7 2阶元模型和HAX热修正模型的全局 Sobol
灵敏度指数 [94]

Fig.7 Total Sobol sensitivity indexes for 2⁃order metamodel
and the HAX thermal correction model[94]

表 2 各阶元模型的全局 Sobol灵敏度指数 [94]

Table 2 Total Sobol sensitivity indexes for
each metamodel[94]

元模型

1阶
元模型

2阶
元模型

3阶
元模型

4阶
元模型

5阶
元模型

目标输出

信息

在 x c=11. 36 cm
处的传热系数

在 x c=14. 29 cm
处的传热系数

在 x c=27. 48 cm
处的传热系数

最大结冰厚度

结冰延伸

HAX Sobol
指数

k=0. 239

k s/k=0. 051

S corr=0. 787

k=0. 239

k s/k=0. 050

S corr=0. 787

k=0. 248

k s/k=0. 052

S corr=0. 779

k=0. 326

k s/k=0. 072

S corr=0. 682

k=0. 166

k s/k=0. 088

S corr=0. 882

2PP Sobol
指数

k=0. 820
k s/k=0. 271

k=0. 802
k s/k=0. 291

k=0. 756
k s/k=0. 341

k=0. 894
k s/k=0. 202

k=0. 912
k s/k=0. 288

图 8 温度的 2阶元模型和HAX热修正模型的全局

Sobol灵敏度指数 [94]

Fig.8 Total Sobol sensitivity indexes for 2⁃order
metamodel of temperature and the HAX

thermal correction model[94]
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性，但粗糙度参数对最大结冰厚度和结冰延伸的

影响程度几乎保持不变。

从表 3的结果也可以看出，温度是影响最小

的参数，对 HAX模型而言，温度的影响可以忽略

不计；而在 2PP模型中，粗糙度高度相比于自由流

温度对最大结冰厚度和结冰延伸的影响程度而言

更重要。

表 3 温度影响的全局 Sobol灵敏度指数 [94]

Table 3 Total Sobol sensitivity indexes for the

temperature effect[94]

元模型

2阶温度

元模型

3阶温度

元模型

目标输出

信息

最大

结冰厚度

结冰延伸

HAX Sobol
指数

k=0. 302

k s/k=0. 067

S corr=0. 667

T=0. 039

k=0. 190

k s/k=0. 050

S corr=0. 784

T=0. 022

2PP Sobol
指数

k=0. 750
k s/k=0. 170
T=0. 162

k=0. 681
k s/k=0. 255
T=0. 176

3. 2 冰形不确定性对气动性能的影响

文章第 3.1节介绍了结冰条件不确定性对冰

形影响的研究进展，本节将对当前冰形不确定性

对气动性能影响的相关研究工作展开叙述。徐文

丰等 [101]分析了结冰的不确定性作用对飞机包线

安全的影响。黄冉冉等 [102]在研究角冰表面粗糙

度对翼型气动损失的影响中指出，结冰的几何外

形是影响翼型气动性能的主要因素，而冰形粗糙

度参数的影响基本可以忽略。Papadakis等 [103]的

研究结论表明结冰角冰的高度、位置和角度是影

响翼型气动性能的重要冰形特征。Degennaro
等 [104]以脊冰和角冰为例，使用基于随机配置法的

PCE量化脊冰和角冰的不确定性对飞机 CL, max

（稳定流场下的最大升力系数）、αmax（临界攻角）、

L/Dmax（最大升阻比）等气动性能的影响。从他们

的研究结果中可以看出，对于脊冰而言，脊冰的半

径 R是影响飞机气动性能的主导参数，而脊冰的

位置 S r对气动性能的影响较小（见图 9，其中 dR、

dSr分别表示 R和 Sr的扰动，μR表示 R的均值，δ 2R、

δ 2S r 则分别表示 R和 S r的方差，且图中灰度由暗到

明的变化表示 dSr的增大）；对于角冰而言，角冰的

高度 h是影响飞机气动性能的主导参数，而角冰

之间的距离 s对飞机气动性能的影响较小（见图

10，图中灰度由暗到明的变化表示 s的增大）。

在量化脊冰的半径 R和位置 Sr对气动性能的

影响时，他们还给出了 PCE方法和MC方法的统

计矩比较（见表 4），证明了 PCE方法对于典型机

图 9 （δ 2R,δ 2S r）=（10%,1.25%）条件下，脊冰不确定性对

气动性能的影响 [104]

Fig.9 Effect of ridge ice uncertainty on aerodynamic
performance,corresponding to
（δ 2R,δ 2S r）=（10%,1.25%）[104]
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翼结冰不确定性量化问题比MC方法更有效。

虽然在给定冰形参数不确定性的情况下，

PCE方法可以有效、准确地量化这些不确定性对

气动性能的影响，但是所研究的冰的形状并不反

映实际冰的形状。因此 Degennaro等 [105]又在此基

础上做了进一步的工作，提出将整个不确定性量

化方法扩展到分析“真实”数据上，并详细介绍了

基于纯数据驱动的结冰模型。他们首先通过对特

定冰形状的数据集使用正交分解（POD）来识别

低维形状参数，并使用 PCE方法获得 POD模式

下冰形状参数和气动性能之间的映射，在参数空

间执行不确定性量化，得出升力随着冰质量的增

加而减小的结论（详见图 11[105]，红到绿的变化表

示升力系数从低到高的转变）。

除此之外，2019年 Tabatabaei等 [106]使用 PCE
技术量化结冰不确定性对翼型气动性能的影响，

并通过 CFD模拟获得 NREL 5MW型风力机叶

片气动性能数据，并得到了与 Degennaro等相似

的结论，即随着结冰量的增加，升力系数在不断地

减小，而阻力系数在不断地增加。此外，他们还得

到积冰角冰高度是影响风力机载荷损失的主要参

数的结论，并且随着角冰高度的增加，载荷损失

Δ*也相应增加，两者之间的相关性可以通过图 12
体现。

图 10 角冰不确定性对气动性能的影响 [104]

Fig.10 Effect of horn ice uncertainty on aerodynamic
performance[104]

表 4 MC方法和 PCE方法的统计矩比较 [104]

Table 4 Comparison of statistical moments for MC
and PCE methods［104］

要素

均值

方差

偏度

峰度

CL, max

MC

0. 87

0. 002

-0. 33

2. 3

PCE

0. 86

0. 003

-0. 37

2. 2

αmax/（°）

MC

9. 8

0. 16

-0. 5

2. 9

PCE

9. 6

0. 13

-0. 9

2. 7

L/Dmax

MC

16. 6

4. 0

0. 56

3. 0

PCE

16. 5

4. 4

0. 40

2. 6

图 11 局部灵敏度：关于不确定参数冰形状对应的

升力梯度 [105]

Fig.11 Local sensitivity: ice shapes corresponding to the
gradient of lift with respect to the

uncertain parameters[105]
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3. 3 结冰条件不确定性对气动性能的影响

目前，有关于结冰条件对翼型气动性能影响

的研究中，Bose[107]分析了自然环境下风力机结冰

冰形对风力机性能的影响。Hochart等 [108]采用风

洞试验研究了来流条件对风力机叶片结冰冰形的

影响以及结冰对风力机气动性能的影响。王晓东

等 [109]针对 NREL S825翼型进行翼型结冰过程的

确定性 CFD模拟，在保证其他结冰参数相同的条

件下，证实了攻角的不同会导致翼型表面结冰的

形状和位置也有所不同。但是，以上的研究工作

都是对结冰的形成以及产生的不同冰形对翼型气

动性能影响的确定性数值模拟，缺乏结冰条件对

翼型气动性能影响的不确定性量化分析。因此，

王晓东等又在翼型结冰过程的确定性 CFD模拟

基础上，充分考虑了攻角和速度的不确定性，并采

用随机配置点法来研究攻角和来流风速发生不确

定性波动对结冰形状和气动性能造成的影响。他

们的研究结论如下。

图 13表明，在 5°小攻角下，当来流风速（V∞）

发生波动时，结冰的位置和形状变化均不大，但是

在 12°大攻角下，结冰的冰形出现了比较明显的变

化，表明在大攻角下，结冰的冰形对来流风速的随

机变化更敏感。图 14则给出了 5°攻角和 12°攻角

条件下，来流风速对升阻力特性的影响。在同一

攻角下，图中升力系数（CL）和阻力系数（CD）的统

计均值均与确定性计算结果吻合良好，说明来流

风速对升力系数和阻力系数的影响较小。

从图 15中可以看出，当攻角发生波动时，翼

型上结冰的位置和冰形发生了明显的变化，随着

攻角的增加，对结冰的影响主要体现在结冰位置

逐渐向翼型下表面移动。结合图 13进行分析，可

以发现攻角不确定性对结冰位置和冰形的影响比

来流风速不确定性对结冰的位置和冰形的影响

更大。

图 16则给出了攻角具有不确定性时两个特

征工况下升阻力系数的统计均值及 99%置信区

间。从图 16中可以看出随着攻角的增加，升力系

数的统计均值与确定性结果开始出现偏差，而阻

力系数的统计均值与确定性结果吻合良好，表明

攻角不确定性波动对升力系数的影响较大，但是

对阻力系数的影响较小。

图 14和图 16分别给出了来流风速和攻角不

确定性变量对气动性能的影响，但是并未考虑两

者的共同作用，而图 17则比较了单个不确定性变

图 13 5°和 12°攻角下速度不确定性对翼型结冰冰形的影响 [109]

Fig.13 Effect of velocity uncertainty on ice shape of airfoil at 5° and 12° attack angles[109]

图 12 相应角冰高度下载荷损失的径向分布 [106]

Fig.12 Radial distribution of power loss regarding the
relative ice horn hight[106]
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图 14 速度不确定性对升阻力特性的影响（99%置信区间）[109]

Fig.14 Effect of speed uncertainty on lift and drag characteristics（99% confidence interval）[109]

图 15 攻角不确定性对翼型结冰冰形的影响 [109]

Fig.15 Effect of attack angle uncertainty on airfoil icing[109]

图 16 攻角不确定性对升阻力特性的影响（99%置信区间）[109]

Fig.16 Effect of attack angle uncertainty on lift and drag characteristics（99% confidence interval）[109]
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图 17 不确定性变量独立作用与同时作用影响比较 [109]

Fig.17 Comparison of independent and simultaneous effects of uncertainty[109]

量作用结果线性叠加后与两个不确定性量同时作

用的结果下升力系数和阻力系数的标准差。从图

中可以看出，速度和攻角不确定性变量的共同作

用对升力系数和阻力系数的影响均弱于两个不确

定变量作用结果线性叠加后的影响，说明风速和

攻角的耦合作用会在一定程度上削弱不确定性对

翼型气动特性的影响。

4 结论与展望

现有的关于结冰不确定性量化的研究，得到

了结冰条件对结冰和气动性能的影响，对深入认

识结冰发生机理、影响机制有促进作用，对结冰试

验的能力提升、数值模拟的精度提高有启发意义。

虽然，近年来飞机结冰的不确定性量化研究已经

越来越受到国内外学者的重视，但是不确定性量

化在飞机结冰中的应用尚处于起步阶段，仍然存

在许多需要深入研究的问题。针对国内外结冰不

确定性量化的研究进展和成果的分析，提出以下

几点需要引起关注的问题：

1）结冰研究手段

当前，主流的飞机结冰计算方法仍然是采用

单步法将空气流场、水滴场、结冰、结冰影响进行

解耦计算，忽视了结冰生长过程对空气流场和水

滴收集速率的影响，这与真实的结冰过程存在偏

差，弱化了不确定性因素在结冰过程中传播时所

起的作用，造成计算结果缺乏足够的精度。多步

法虽然可以通过采用步进方式计算空气流场和水

滴场，提高计算结果的精度，但极大地增加了计算

成本。考虑到飞机结冰过程是一个非定常过程，

可以通过对比单步法和多步法的计算结果，确定

合适的时间步长，在确保计算精度的前提下减小

计算成本。

2）结冰发生部位

结冰发生部位不同对飞机飞行安全性能的影

响也不同，风挡结冰会遮挡驾驶员的视线、机翼结

冰会改变飞机的气动特性、发动机进气口结冰会

造成推力损失，空速管结冰会导致仪表失真。为

保证飞机飞行安全，这些关键部位通常都会设置

防/除冰系统。目前关于飞机结冰部位的不确定

性量化研究主要针对机翼展开，缺乏对其他关键

部位的相关研究工作，后期继续关注这些关键部

位结冰的不确定性影响，为更精细化的防/除冰系

统的设计提供支撑。

3）结冰条件多因素影响

自然条件下，飞机结冰受来流条件不确定性

因素的影响较大。目前，已经逐步开展了水滴中

值粒径、温度、来流风速等单一不确定性因素对结

冰冰形影响的研究，尚未将大气压力、液态水含量

等不确定性因素考虑在内，更缺乏不确定性因素

之间的关联分析。为更好地应对飞行环境变化带

来的风险，未来需要进一步量化更多不确定性因

素以及多因素共同作用的影响。

4）结冰不确定性量化方法

当前，使用 PCE方法量化结冰不确定性是在

假定不确定输入变量服从高斯分布的条件下进行

的，为了使不确定性量化过程更贴近真实情形，需

要进一步发展不确定性量化方法来摆脱这一前提

条件的束缚，而基于数据驱动的多项式混沌方法
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是目前比较好的解决方法。其次，随着飞机结冰

领域研究工作的深入开展，需要对飞机结冰过程

开展全局不确定性量化分析，由此导致的不确定

性变量的增加，势必会使不确定性量化的计算量

急剧增加，为了应对计算量增加带来的挑战，需要

进一步提升不确定性量化方法的计算效率，比如

结合智能学习算法，建立新的代理模型来代替原

本复杂的数值模拟系统从而减小计算量。
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